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Chapitre 1 


SERIES NUMERIQUES 


Dans tout le polycopie, l’ensemble K designera soit le corps C des nombres 
complexes, soit le corps ffi. des nombres reels. 

1.1 GENERALITIES 


Definition 1 Etant donnee une suite (u n ) n gN d’elements de K , on appelle 
serie numerique de terme general u n le couple forme de la suite (u n ) ne N et de 

n 

la suite ( S n ) n gN ou S n = u k / S n est appelee la somme partielle d’indice 

k = o 

n de la serie de terme general u n . 

On dit que la serie de terme general converge vers S ou que S est la 
somme de la serie si la suite (S n ) n gN converge vers S. Dans ce cas, 

Too 

on ecrit S = lim„^ +00 S n = J2 u n- 

n = 0 

- Si la suite {S n ) n n’est pas convergente, la serie 'f2u n est dite 
divergente. 


Remarque. 

1. L’etude de la serie de terme general u n (en abrege on ecrit u n ), se 
ramene a celle la suite (S n ) n gN . 

2. Dans le cas ou la suite (u n ) n n’est definie qu’a partir d’un certain rang 

n 

no , nous etudierons les somrnes partielles suivantes : S n = J2 u k pour 

k = no 


n> no- 


Exemples. 

1. Series geometriques : Soit k G K. consider ons la serie de terme general 
u n = k n . Le calcul de la somme partielle d’indice n donne : 
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C — V h n — 

^ — l-A 


k = 0 


La suite ( S n ) n GN converge si et seulement si |fc| < l.Dans ce cas , nous 


avons : 

+oo 
n— 0 

2. Soit u n = n /„ +1 \ ■ Nous avons 


= E 


= v — 

U k + 1 


fc(fc + l) 

fc = 1 v ’ k = 1 
Par consequent , la serie est convergente et l’on a : 

+oo ^ 


= 1 - 


n + 1 


y = i 

“ n (n + 1) 


L’exemple precedent s’etend de la fagon suivante : 

Proposition 1 Soit la serie J2u n avec u n = a n — a n +\. Alors la serie Z 
est convergente si et seulement si la suite (a„) n gN est convergente et on a : 

+oo 

Z U n = a 0 - a, avec a = lim„^ +00 a n 

n— 0 

1.1.1 Series convergentes. 

Propriety de stabilite. 

Proposition 2 L’ensemble des series convergentes est un espace vectoriel sur 
K. D'autre part la nature d’une serie est inchangee par la modification d'un 
nombre fini de termes. 


Preuve : La premiere assertion decoule du fait que l’ensemble des suites 
d’elements de K convergentes est un espace vectoriel sur K. De plus si Z u n 
et Z v n sont deux series convergentes et X, p G K, alors nous avons, 

+oo +oo +oo 

Z i^ u n + HVn) = AX u n + v n 

n = 0 n — 0 n = 0 

Soit Z u n une serie d’elements de K , et une serie Z v n qui ne differe de 

la premiere serie qu’en un nombre fini de termes. Soit no assez grand tel que 

u n = v n pour n > no- Notons S n et T n les sornmes partielles respectives 

"o-i 

des series Z u n et Z v n- Pour tout n > no , nous avons S n — T n = Z u k ~ r’fc ■ 

k = 0 

Par consequent, les suites (S n ) neN et ( T n ) n gN sont de merne nature. 
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Une condition necessaire pour qu’une serie soit convergente. 

Proposition 3 Le terme general d’une serie convergente est une suite conver- 
gente vers 0. 


Remarque. La proposition 3 est utilisee le plus souvent dans le sens contraire. 
On montre que le terme general ne tend pas vers zero pour dire que la seie est 
divergente. En outre la condition ci-dessus n’est pas suffisante comrne le montre 
l’exemple suivant : 

Exemple : Soit la serie de terme general u n = A. La somme partielle 


n 

d’indice n est donnee par : S n = ^ -4=. Par suite , nous avons : 

7,. VK 


C C V'' 1 \ n fn 

&2n dn ~ 2^ Jy, ' ~ V 2 

k =n+ 1 


+oo 

Ainsi la suite {S n ) n gN n’est pas de Cauchy et done la serie 7^ est 

n =1 

divergente, bien que le terme general tende vers 0. 

+ OO 

Exercice Montrer ciue la serie ^ 1 est divergente. 

n =1 


Definition 2 Restes de Cauchy 

Soit J2 u n une serie convergente, on appelle reste de Cauchy d’ordre n 


+ OO 

la serie, la suite definie par : R n = S — S n = 4] u k ■ 

k =n+ 1 


de 


II est clair que 


Proposition 4 une serie convergente si et seulemnt si le reste de Cauchy 

(R n ) n cn converge vers 0. 


Relation entre series complexes et series reelles. 

Proposition 5 La serie a termes complexes u n +iu n converge si et seule- 
ment si les series reelles Y2 u n et v n convergent. 

N 

Application Calculer Sn = c °^ x P u i s deduire que cette serie est conver- 


1.2 SERIES REELLES A TERMES POSITIFS 

1.2.1 Resultat fondamental 

On dit qu’une serie reelle u n es t a termes positifs s’il existe no tel que 
u n > 0 pour tout entier n > no- Le resultat suivant donne une condition et 
necessaire pour qu’une telle serie converge. 
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Theoreme 1 Pour qu ’une serie a termes positifs soit convergente, il faut et 
il suffit que la suite des sommes partielles soit majoree, c’est d dire qu’il existe 

n 

une constante M > 0 tel que : Y u k < M , pour tout entier n. 

k = o 

Remarque. Si une serie a termes positifs est divergente, alors la suite (S n ) n g N 
converge vers +oo. 

Theoreme 2 (Theoremes de comparaison) 

Soient Y u n et Y v n sont deux series a termes positifs telles que 
u n <v n a partir d'un certain rang. Alors 

-Si Y v n es t convergente , la serie Y u n es t convergente. 

- Si Y u n es t divergente, la serie Y v n est divergente. 

Theoreme 3 Soit Y u n une serie a termes dans R+, et soit Y v n une 
serie a termes positifs telle que u n = O (v n ) en +oo. Alors si la serie Y v n 
est convergente, la serie Y \ u n\ est convergente. En particulier, deux series a 
termes positifs equivalentes a l ’ infini sont de meme nature. 

Cas particulier : 

Si l’on a lim n _j. +00 ^ = l G R* , le theoreme s’applique. 

1.2.2 Regies de convergence. 

Regie de d’Alembert. 

Theoreme 4 Soit Y u n une serie a termes positifs telle que lim„^ +00 +1 = 

l. Alors : 

i Si l < 1, la serie Y u n converge. 

ii Si l > 1 , la serie Y u n diverge. 

Hi Si l = 1, on ne pent pas conclure directement (il faut chercher un autre 
moyen). 

Regie de Cauchy. 

Theoreme 5 Soit Y u n une serie a termes positifs telle que lim„^ +00 (un) 1 ^ = 
l. Alors : 

i Si l < 1, la serie Y u n converge, 
ii Si l > 1 , la serie Y u n diverge. 

Hi Si l = 1, on ne peut pas conclure directement (il faut chercher un autre 
moyen). 
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Regie de Riemann. 

Theoreme 6 ( Serie de Riemann ) 

Soit a un nombre reel. La serie 
convergente si et seidement si a > 1. 

Application : Series de Bertrand. Soient a,/3 deux nombres reels, on 

se propose d’appliquer la regie de Riemann a la serie de tenne general u n = 
1 

n Q In 13 n ' 

Discussion : 

Premier cas : a < 1 

Soit 7 € ]a, 1[ , alors lim n _> +00 n 7 «„ = linin^+oo n 7_a / In 13 n = +oo 
done la serie E u n diverge. 

Dcuxieme cas : a > 1 

Soit 7 € ]l,a[ , alors limn^+oo n 7 M„ = limn^+oo n 7-a / In 13 n = 0. Done 
la serie ^ u n converge. 

Troisieme cas : a = 1 

Si /? < 0 , alors lim„^ +00 nu n = limn^+oo 1/ In 3 n = +oo 
done la serie ^ u n diverge. 

Les cas restants de cette discussion seront etudies au prochain paragraphe. 

1.2.3 Comparaison series et integrales : 

Theoreme 7 Soit f une fonction continue par morceaux, decroissante et 
positive sur ]0, +oo[. Alors : 

_|_00 

(i) La serie ^2 f (ri) converge si et seulement si Vintegrale f f(x)dx 

n > 1 1 

est convergente. Dans ce cas , nous avons la relation : 

+oo +oo +oo 

E f(n) - / (1) < / / (x) dx< E f( n ) 

n =1 1 n =1 

n 

(ii) La serie de terme general w n = f f(t)dt—f(n ) (n > 2) converge. 

n — 1 


-^sr, appelee serie de Riemann, est 

n =1 


Exemples d’application 


Exemple 1. Constante d’Euler. 

Considerons la fonction / : x — > 1/x. Elle est continue, decroissante et 

+oo 

positive sur ]0, +oo[. L’integrale f ^dx est divergente, done la serie E V n 

1 n > 2 

diverge aussi. Neanmoins, grace au (ii) du theoreme precedent la serie de terme 
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1.3 SERIES A TERMES QUELCONQUES 

Definition 3 Convergence absolue et semi-convergence Une serie E u n est 
dite absolument convergente si la serie El u n| est convergente.Elle est dite 
semi-convergente si elle converge sans etre absolument convergente. 

Bien entendu, il est possible d’appliquer les regies de convergence des series 
a termes positifs a la serie E \ u n\ ■ 

1.3.1 Criteres de convergence. 

Critere de Cauchy. 

Proposition 6 Une serie numerique E u n est convergente si seulement si 
elle verifie la condition suivante dite critere de Cauchy, 

9 

Vs > 0, 3no ■ q > p> no ==> E u k < e 

k — p+1 
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Le critere de Cauchy n’est pas toujours facile a appliquer, mais il permet de 
repondre a bon nombre de questions, et notamment la relation entre convergence 
et convergence absolue. 

La proposition suivante est une application directe du critere de Cauchy, 
Proposition 7 Toute serie absolument convergente est convergente. 

Etant donnee deux series (u n ) n6 N et (w n ) n gN- Le Produit (livOneN de ces deux 

n 

series est defini par w n = Y u kV n -k- On a 

k — o 

Proposition 8 Le produit de deux series absolument convergentes est absolu- 
ment convergente et sa somme est le produit des sommes des deux series. 

Critere d’Abel. 

Proposition 9 Soit Y u n une serie numerique telle que : 
er. ) u n s n v n 

(3) Les sommes partielles de la suite (Wn)neN sont bornees. 

"/) La suite (£ n ) ngN est decroissante et tend vers 0. 

Alors la serie Y u n est convergente. 

Applications du critere d’Abel. 

Series alternees. 

Une serie numerique Y u n est dite alternee si elle est de la forme u n = 
{—l) n v n , avec (Un)neN une suite decroissante et tendant vers 0. 

Theoreme 8 Toute serie alternee Y u n es t convergente. De plus si Ton note 

n +oo 

S n = Y U k> S = Y U k> l es Suites (S 2 n)n 6 N ct {S^n +l)n 6 N SOnt 
k = 0 k = 0 

adjacentes et tendent vers S. De plus nous avons pour tout entier n : 

£ 2 n +1 < S < S 2 n ct |i? n | < \u n +i| ou R n = S — S n est le reste de 
Cauchy. 

Exemple. La serie Y K est une serie alternee, elle est semi -convergente. 

n — 1 

+ °° in.0 

Proposition 10 La serie Y ~ — es ^ convergente si et seulement si 9 (j 2i rZ. 

n = 1 

Preuve : La suite (l/n) n g N est decroissante tendant vers 0. Calculous 

n 

les sommes partielles Y eM pour 9 ^ 2i tZ : 

k = 1 
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done bornee. 


Exercice : Etudier la nature des series suivantes : 
(tanf -sinf) 1/2 ( n > 2) ; arcsin ; 

7S - ln ( sin X ) ; sin MF+1) ; (-I) n 
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Chapitre 2 


SUITES ET SERIES DE 
FONCTIONS 


Dans toute la suite IK designe le corps des nombres reels ou le corps des 
nombres complexes, E une partie de IK, et 5 (E, K) represente l’espace des 
fonctions definies sur E et a valeurs dans K. 

2.1 SUITES DE FONCTIONS 

2.1.1 Convergence simple. 

Definition 4 Une suite de fonctions /„ £ 5 (E, IK) converge simplement sur 
A C E vers une fonction f £ $ (E, IK) si Von a la propriety : 


Ve > 0, Vcc € A , 3N (x) £ N : n > N (x) => \ f n (x) — f (x) \ < e 

f est appelee la limite simple de la suite ( f n )n eN sur T Une maniere 
equivalente de voir la convergence simple dur A est de dire que lim f n (x ) = 

n^-+oo 

f(x) pour tout x £ A. 


Exemples. 

1. Soit ( f n ) n g N la suite de fonctions de R dans lui meme, definies par : 


l+n|x| 


fn (x) = 

Alors ( f n ) n converge simplement vers la fonction / definie par 

! 1 si x > 0 
0 si x = 0 
— 1 si x < 0 
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2. Prenons E = [—1, 2] et soit ( f n ) n e N la suite de fonctions de E dans 
R,definies par : 

r (^X + I Si x e [-1,0] 
fn[X> \ 1/2 (s^i) a: + 1 si ®g]0,2] 

Alors ( f n ) n converge simplement vers la fonction / definie par : 

, , f — x + l si ®g[— 1,0] 

■ nx >-\ (1/2)® + 1 si x G [0, 2] 

Exercice. Montrer que pour £ > 0 donne l’entier N(x) depend du point x 
selon qu’il appartient a [—1,0] oil a [0,2]. 

L’exemple precedent montre que la lirnite simple d’une suite de fonctions 
continues n’est pas necessairement continue. Nous allons introduire une notion 
de convergence qui permet de conserver la continuite. 

Auparavant nous allons introduire la notion de norme sur un espace vecto- 
riel : 

2.1.2 Normes sur un espace vectoriel. 

Definition 5 Soit E un espace vectoriel sur K, on appelle norme sur E 
toute application x — ► ||®|| de E dans K + telle que : 

(i) ||x|| = 0 4==> x = 0 

(ii) VA e K, Vx e E, ||Aaj|| = |A| ||®|| 

(in) \/(x, y) G E 2 \\x + y\\ < ||a;|| + ||y|| 

Exemples. Sur K = R. ou C l’application x —> |x| est une norme. 

n n 

Sur E = R n ou E = C n les applications x — > ^ \xk\ , x — > ( ^2 \xk\) 1 ^ 2 

k — 1 k — 1 

et x — > supj^ < k < n |*fc| son t des normes ( exercice). 

2.1.3 Convergence uniforme. 

Definition 6 E etant une partie de K , on dit qu’une suite ( f n ) n de 
fonctions de E dans K converge uniformement sur E vers une fonction 
f de E dans K si l’ on a : 

Ve > 0, 3N G N, Vx G E : n > N (x) => | f n (x) — f (x)\ < e 
ou encore, 

Ve > 0, 3N G N : n > N => sup^ e E \ f n (x) - f (x) \ < s 

f est appelee la limite uniforme de la suite ( f n ) n sur 

Theoreme 9 Soit ( f n ) n une de fonctions continues de E dans 

K qui converge uniformement sur E vers une fonction f. Alors f est 
continue sur E. 
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Proposition 11 (Double passage a la limite) Soit ( f n ) n e N une suite de fonc- 
tions continues de E dans K qui converge uniformement sur E vers 
une fonction f. Soit a un point adherent a E tel que, pour tout entier n, la 
limite b n = linu^a / „ (x) existe. Alors la suite (b n ) a une limite b et f 
(x) tend vers b lorsque x tend vers a, soit : 

li m n— >+oo Hm^— >a f n (*e) — lini x ^> a lim n _^_(_ 00 f n (x) . 

Remarque. 

La convergence uniforme implique la convergence simple, mais la reciproque 
n’est pa vraie. La convergence de l’exemple 1) i) n’est pas uniforme car la fonc- 
tion limite n’est pas continue en 0. 

2.1.4 Theoremes de passage a la limite. 

Theoreme 10 ( Integration ) 

Soit ( f n ) n 6 N une suite de fonctions reelles continues sur un intervalle 

[a, b] uniformement convergente vers f, alors : 
b b 

lim n _»+(x, / f n (t) dt = J f ( t ) dt 

a a 

Theoreme 11 (Theoreme (Derivation) Soit ( f n ) n e ^ une suite de fonctions 
reelles de classe C 1 sur un intervalle [a, b] telle que : 

(i) La suite ( f n ') n £ N converge uniformement vers g, 

(ii) II existe Xq € [ a,b \ tel que la suite ( f n (xo)) n e n converge. 

Alors la suite ( f n ) n e N converge uniformement vers une fonction f de 
classe C 1 et telle que f ' = g. 

2.2 SERIES DE FONCTIONS 

Definition 7 Soit une suite de fonctions f n € S’ ( E , K) . On appelle serie de 
fonctions de terme general f n , notee ~}2f n (x) le couple ( f n ,S n ), ou S n 

n 

designe la somme partielle S n = f p .Si la suite de fonctions (S n ) est 

p = 0 

uniformement convergente sur E, la serie Y) f n es t dite uniformement conver- 
gente sur E. 

Exemple. On prend E =] — 1, 1[, K = K. Considerons la serie de fonctions 

+oo 

Y x n . Le domaine de definition de cette serie est bien l’intervalle ] — 1, 1 [ ; 

n = 0 

montrons cju’elle est uniformement convergente sur tout intervalle ferme [— r, r] 

n +oo 

avec r s]0, 1[. Notons S n (x)= Y xP <5 (x) = Y £ n - Nous avons alors 

p — 0 n = 0 

pour tout x £ [— r, r] : 
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I S (x) - S n (x) | 


x 


n + 1 
1—X 


< 


r n + 1 
1 — r 


Comme la suite 
convergente. 



converge vers 0, la suite (S n ) est uniformement 


2.2.1 Continuite des series. 

Nous avons le resultat suivant pour les series de fonctions continues : 


Theoreme 12 Soit une suite de fonctions f n € 3(E, IK) . Si la serie Y fn 
est uniformement convergente sur E, et si chaque fonction f n est continue au 


point a de 
au point a. 


+oo 

E , alors la fonction somme S : x — ► Y fn ( x ) es t continue 

n — 0 


Un corollaire du resultat de la double limite est la proposition qui suit : 

Proposition 12 Soit E C K et ( /„) une suite uniformement convergente 
sur E ; et soit a un point adherent a E tel que, pour chaque n € N, la limite 
u n = linx^o f n (x) existe . Alors la serie numerique u n es t convergente et 
sa somme verifie I’egalite : 

+oo +oo 

lim^a Y fn (x) = Y U n 
n = 0 n = 0 


2.2.2 Derivation terme a terme d’une serie. 

Proposition 13 Soit I un intervalle de R et ( /„) une suite de fonctions 
reelles derivables sur I telle que la serie Y .fn s simplement convergente. 
Si la serie de terme general f n est uniformement convergente sur I , alors 

la fonction somme S : x — > Y fn ( x ) es t derivable sur I et I’on a la formule : 
+ 00 / 

s ' (. x ) = E /„ 0) 

n = 0 

Exemple. Soit I =] — 1, 1[. Considerons la suite de fonctions ( /„) definie 
sur / par f n : x — > (—l) n ~ 1 x n /n. A l'aide du critere de d’Alembert, la 
serie Y (— 1 ) n ~ 1 x n /n est absolument convergente pour tout x G I. La serie 

n > 1 

derivee Y ( — 1)” _ a:” -1 est uniformement convergente sur tout intervalle 

n > 1 

de la forme [— r, r ] avec r s]0, 1[ (exemple II) b)). Par consequent la fonction 

+oo 

x — > Y ( — 1 )" x n /n est derivable sur ] — 1 , 1 [ ( il s’agit de la fonction 

n — 1 

x — »• In (1 + a:)). 
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2.3 CRITERES DE CONVERGENCE UNIFORME 


Pour la convergence simple des series de fonctions, il est possible d’utiliser 
les criteres et les regies des series numeriques. Quant a la convergence uniforme, 
nous disposons des criteres suivants : 

2.3.1 Critere de Cauchy uniforme. 

Theoreme 13 Une serie E f n (x) de fonctions sur ensemble E de K , a 
valeurs reelles ou complexes, converge uniformement si, et seulement si, pour 
tout e > 0, il existe un entier N tel que : 

q>P>N => E fn( x ) <£, Vx£ E 

n = p 

Definition 8 Convergence normale. On dit qu’une serie de fonctions E fn ( x ) 
converge normalement sur E cK, s’il existe une serie reelle a termes positifs 
E telle que \ f n (a;)| < a n pour n > n$ et pour tout x £ E. 

Theoreme 14 Pour une serie de fonctions reelles ou complexes, la convergence 
normale implique la convergence absolue et la convergence uniforme. 

2.3.2 Critere d’Abel uniforme. 

En reprenant la demonstration du critere d’Abel, nous obtenons le critere 
d’Abel uniforme pour les series de fonctions : 

Theoreme 15 Soit E £ n i x ) u n (x) une serie de fonctions reelles sur un 
ensemble E telle que : 

1. La suite de fonctions (u n ) est decroissante et tend simplement vers 0. 

2. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout x £ E et q > p : 

E £ n (A) < C 

n — p 

Application : Soit (e n ) une suite de nombres reels positifs , decroissante et 
tendant vers zero ; alors quel que soit 9 > 0, la serie E s n e mx est uniformement 
convergente sur l'intervalle [6, 2tt — 6\. Preuve : On a : 

E = ^'U-r 1 < \P^T\ = l/sin(f) < l/sin(f) pour a: £ 

k = 0 

[ 6 >, 2 t r-e\. 

+oo 

Exercice : Montrer que la serie E x n / n - definit une fonction de classe C°° 

n = 0 

sur R, notee x — > e x . Montrer la relation : e x + v = e x .e v , pour tout couple de 
reels (x, y) . 
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Chapitre 3 


SERIES ENTIERES 


3.1 GENERALITES 


Definition 9 Une serie entiere sur une partie A de C est une serie de 
fonctions dont le terme general est donnee par u n ( z ) = a n z n oil z est une 
variable complexe et (a n ) une suite de nombres complexes. 


Si la serie est convergente sur A cela permet de definir une fonction sur 

+OO 

A a valeurs dans C z — > E a nZ n . Si E b nZ n est une autre serie entiere 

n = 0 

convergente sur une partie B de C, alors la somme des deux series entieres 
est une serie entiere definie sur l’intersection AC\ B par : 

E ( fl n + K) z n = E a nZ n + E b nZ n 

Si les deux series sont absolument convergentes sur leurs domaines respectifs 
, alors la serie produit est absolument convergente sur AnB et elle est donnee 
par : 

n 

(E a nZ n ) (E Kz n ) = E c nZ n avec C n = E a kK - k 

k = 0 


Exemples. 


(i) On peut montrer grace a la regie de d’Alembert que la serie E z n /n 

n > 1 


est absolument convergente sur le disque unite ouvert de C. En effet : 
lim n -H-oo I n+1 ^ jprj = |^| 
d’ou la conclusion annoncee. 

(ii) A l’aide de la merne regie , on peut montrer que la serie entiere 


+oo 

E 


n = 0 


z n /n\ est absolument convergente sur C. 
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3.2 DOMAINE DE CONVERGENCE 


Nous allons montrer que le domaine de convergence d’une serie entiere est 
soit un disque ouvert centre a l’origine soit tout le plan complexe C. 

3.2.1 Existence du rayon de convergence. 

Proposition 14 Lemme d’Abel Soit ^ )/a n z n une serie entiere et Zq un point 
non nul de C tel que la serie numerique a nZ(j soit convergente. Alors : 

(i) La serie Y) a n z n converge absolument sur le disque D (0, |zo|) = {z £ C / \z\ < |zo|} 

(ii) Pour tout r €]0, |zo| [ la serie Y a nZ n converge normalement sur le 
disque ferme D (0, r) 

Theoreme 16 Soit Y a nZ n une serie entiere dans C, alors il existe R £ 

[0, +oo] tel que la serie converge absolument dans le disque ouvert D (0, R ) et 
diverge aux points z tels que |^| > R. Le nombre R est appele le rayon 
de convergence de la serie entiere et dans le cas oil R est fini le disque est 
appelee disque de convergence. En outre pour tout r < R la serie Y a n z n 
converge normalement sur le disque ferme \z\ < r. On ne peut rien dire sur la 
convergence de la serie aux points z tels que \z\ = R. 

3.2.2 Calcul du rayon de convergence. 

Le calcul explicite du rayon de convergence n’est pas toujours possible avec 
la formule ci-dessus. La proposition suivante permet la determination pratique 
du rayon de convergence dans certains cas : 

Proposition 15 SoitY a nZ n une serie entiere et R son rayon de conver- 
gence. Alors R est donne par : 

(i) 1/R = lim„^ +00 a " a + 1 = lim„_j. +00 \a n \ 1/n 

lorsque la premiere limite existe. 

(ii) 1/R = lim„_,. +00 |a„| 1/,! 
si cette limite existe. 

Avec la convention R = 0 si la limite est infinie et R = +oo, si la limite 
est nulle. 

Preuve : 

Application directe des regies de convergence absolue de D’Alembert et de 
Cauchy. 

Exemples. 

i) Le rayon de convergence de la serie z n /n est R = 1, son domaine 

n > 1 

de convergence est le disque unite ouvert de C. 
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+oo 

ii) La serie YZ (—l) n z 2n+1 /(2n + 1)! admet +oo comme rayon de 

n = 0 

convergence et converge sur tout le plan complexe. 

(iii) Considerons la serie YZ a nZ n avec a 2p = (2/3) p et a 2p+ i = 2(2/3) p .La 
suite (a n +i/a n ) n’a pas de limite a l’infini tandis que Ton a : 

lim n _>. +(X) \a n \ 1/n = \/273. Par consequent le rayon de convergence de cette 
serie entiere est a/3/2. 

+ OO 

Exercice. Determiner le rayon de convergence des series Y2 n 'z n et YZ 

n > 1 n = 0 

z 2n . 

Remarque : Soient Y2 a nZ n et YZ b n.z n deux series entieres de rayons 
de convergence R\ et R 2 respectivement. Alors les series sonnne et produit 
de ces deux series ont chacune un rayon de convergence superieur ou egal a 
inf (i?i, i? 2 ) • 


3.3 PROPRIETES DES SERIES ENTIERES 


3.3.1 Continuite. 

Theoreme 17 Soit Yl a nZ n une 
non nul. Alors I’application z — > 
convergence D (0, R) . 


serie entiere de rayon de convergence 

+OO 

YZ CL n z n est continue sur le disque 

n = 0 


R 

de 


Preuve : Soit Zo € C* tel que \zo\ < R . D’apres le theoreme precedent, la 
serie YZ a nZ n est normalement convergente ( et done uniformement convergente 
) sur le disque ferme \z\ < \zo\ ■ Comme le terrne general ( z — > a n z n )est une 
fonction continue, alors on deduit la continuite de la serie entiere sur le disque 
D (0, /o|) et en particular au point Zq. 


3.3.2 Derivation. 

Definition 10 On appelle serie derivee d’une serie entiere reelle Y^ a nX n la 
serie entiere YZ n > 1 ncLn x n 1 ■ 

Theoreme 18 Soit YZ a nX n une serie entiere reelle de rayon de convergence 
R non nul. Alors sa serie derivee possede le meme rayon de convergence et 

+OO 

la fonction f : x — > YZ a nX n est derivable sur I’intervalle de convergence 

n = 0 

] — R,R [ et Von a : 

+ OO 

f ' {x)= YZ na n x n ~ 1 

n — 1 
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Remarques. 

(i) En iterant le resultat ci-dessus aux derivees successives de la fonction / 

, nous obtenons que la somme de toute serie entiere est indefmiment derivable 
sur son intervalle de convergence. 

(ii) Une serie entiere de rayon non nul peut-etre integree ternre a terme. 
Ainsi,nous avons pour tout intervalle [0, x\ c] — R, R [ : 

Y a n t n )dt = Y a n ^rTT 

3.4 APPLICATIONS 

3.4.1 Developpement en serie entiere des fonctions usuelles. 

Definition 11 Une fonction reelle f deftnie sur un intervalle ) — a, a\ , est dite 
developpable en serie entiere s ’il existe R > a et une serie entiere Y “n 1 " 
telle que : 

+oo 

/ ( x ) = Y a nX n pour tout x G] — a, a[. 

n = 0 

Dans ce cas, la serie entiere est unique et l ’ on a pour tout entier n : a n = 

f <n \o) 

n! 

Exemple : Sur l’intervalle ] — 1, 1 [, la fonction x — > 1/ (1 + x) s’ecrit cornnre la 

+oo 

somme de la serie entiere Y (— l) n x n . Nous en deduisons le developpement 

n = 0 

du logarithme sur le merne intervalle : 

Too Too 

ln(l + x)= (— 1 ) n ~ 1 x n /n et ln(l — x) = — ^ x n /n 

n — 1 n = 1 

et de la fonction arctangente ( dont la derivee est la fonction x — > 1/ (l + a; 2 )) : 

Too 

arctanrr = Y (— l) n + 1 /(2n + 1) 

n = n 

Condition necessaire et suffisante pour developper une fonction reelle en 
serie entiere : 

Theoreme 19 Une fonction f definie sur un intervalle ]— a, a[ admet un 
developpement en serie entiere si et seulement si : 

i) f est indefiniment derivable sur } — a,a[. 

ii) Pour tout x €] — a, a[, nous avons : lim„_). +00 f x n! /*■" + ( t ) dt = 0. 

o 

En particulier, la condition ii) est realisee si la suite des derivees ( / 
est uniformement bornee sur ] — a, a[, c’est a dire qu’il existe M > 0 tel que : 
|/W(t)|<M Vn€N,Vi€]-a,a[. 
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Exemples. 

i) Les fonctions circulaires x —> cos x et i-) sin x sont de classe C°° et 
admettent cles derivees bornees par 1. Elies sont associees a des series entieres 
de rayon inlini, 

+OO 

cosa:=: £ (— 1)" x 2n /(2n)! 

n — 0 
+oo 

sina; = £ (— 1)" x 2n +1 /(2n + 1)! 

n — 0 

ii) Les fonctions hyperboliques x cosh a: et x — > sin hx possedent les 

developpements suivants sur R 

+oo 

cosh x = £ x 2n /(2n)\ 

n = 0 

+oo 

sinha; = x2n +1 /(2 n + 1)! 

n — 0 

iii) Pour a reel la fonction puissance x — > (1 + x) a peut-etre developpee 
en serie entiere sur l’intervalle ] — 1, +1[ : 


(1 + x) a = 1 + E a(a - 1) -( a - n+2) 

n — 1 


3.4.2 Introduction de nouvelles fonctions. 

Cette section est consacree aux fonctions introduite grace au series entieres. 


La fonction exponentielle complexe. 

+oo 

La serie entiere ^ z n jn\ admet un rayon de convergence infini, elle coin- 

n — 0 

cide avec la fonction exponentielle sur R, elle est appelee la fonction exponen- 
tielle complexe . Elle verifie la relation : e z + 2 = e 2 .e 2 


les fonctions circulaires et hyperboliques complexes. 


Elies sont definies sur C par : 


cos 2 = £ (— 1)™ z 2n / (2n)! 

n — 0 
+oo 

cosha;= £ z 2n /(2n)! 

n = 0 


+oo 

sin z = £ (— 1)" z 2n +1 /(2n + 1)! 

n — 0 
+oo 

sinhz = £ z 2n +1 /(2n + 1)! 

n = 0 
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3.4.3 Resolution de certaines equations differentielles. 

Les serie entieres peuvent etre utilisee pour resoudre des equation differentielles 
comme le montre l’exemple suivant : 

Soit a resoudre l’equation differentielle suivante : 

f 4 xy" + 2y' + y = 0 

l 2/(0) = 1 

+oo 

Cherchons la solution sous la forme d’une serie entiere y = 22 a, n x n . 

n — 0 

Le calcul des derivees donne : 

y' = a\ + 2 a, 2 X + ... + na n x n ~ l + 

y = 2 0,2 + Ga^x + ... + n (n — 1) a n x n ~ 2 + 

Remplagons ces formules dans l’equation differentielle 

4xy"+2y'+y = (ao + 2ai)+(ai + 12 ct 2 ) x+....+(a n -i + 2 na n + 4 n ( n — 1) a „ ) x n ~ 1 + 

.... = 0 

D’apres l’unicite du developpement en serie entiere, nous en deduisons que 
tous les coefficients sont nuls : 

o q -f~ 2o\ — CL\ 4~ 12a 2 = u n _x 4“ 2 n (2 n — 1) o n = — — 0 
Connne y (0) = ao = 1, nous obtenons : a n = (—1)” / (2?r)! 

+oo 

done y = ^ (— 1)" x n /{2n)\ 

n = 0 

d’ou 

, . f cos x si x > 0 

y (x) —— \ 

\ cosh si x < 0 
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Chapitre 4 


SERIES DE FOURIER 

4.1 SERIES TRIGONOMETRIQUES 


Definition 12 On appelle serie trigonometrique complexe sur R toute serie 
de fonctions sur R de la forme : 

+ OO 

(1) ^ + E ( a n cos (noox) + b n sin (ncvx)) 

n = 1 

oil a n , b n appeles coefficients de la serie, sont des nombres complexes. 

Lorsque les coefficients a n , b n sont reels, la serie (1) est dite reelle. 

En considerant la partie reelle et imaginaire pure de l’expression (1), l’etude 
des series trigonometriques complexes se ramene a celle des series trigonometriques 
reelles. 

L’objet du chapitre est l’etude des conditions assurant la convergence des 
series trigonometriques et le developpement en serie trigonometrique des 
fonctions periodiques. 

Remarque. 

En effectuant le changement de variable t = ojx dans (1), on peut ramener 
l’etude d’une serie trigonometrique au cas ou ui = 1, c’est a dire de la forme : 

+oo 

+ E (®n cos ( n t) + sin (nt)) 

n = 1 
+oo 

Theoreme 20 Soit^+ ( a n cos ( nx ) + b n sin (nx)) une serie trigonometrique 

n — 1 

reelle. Alors : 

(i) Si les series E a « son t absolument convergentes, alors la 

serie (2) est normalement convergente dans R. 

(ii) Si les suites (a„) et ( b n ) sont decroissantes et tendent vers 0, alors 

la serie (2) est uniformement convergente dans tout intervalle [9 + 2fc7r, 2tt — 9 + 2/c7r], 
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k € Z, 9 €]0, 27 r[ ; en particulier elle converge simplement pour tout 9 ^ 2kn, k € 
Z. 


Remarques. 

1) Ecriture complexe d’une serie trigonometrique : On a cos a? = - — ^ — 

et sinx=- — Gp — d’ou 

+oo +oo 

^ + J2 ( a n cos ( nx ) + bn sin (nx)) = c 0 + J2 (c n e mx + C- n e~ mx ) 

n = 1 n = 1 

oil Ton a pose : Co = p , c n = a " ^ ?b " , et c_„ = g " ^ ib " 

+oo 

2) Si la serie trigonometrique p + i a n cos (nx) + b n sin (nx)) converge, 

n — 1 

alors sa sonnne est une fonction periodique cle periode 27r. On en deduit 
que si la serie converge sur un intervalle [9,6 + 27t], alors la convergence a lieu 
sur R. tout entier. 

+oo 

Theoreme 21 Si la serie trigonometrique p + ^ ( a n cos (nt) + b n sin (nt)) 

n — 1 

converge uniformement sur Vintervalle [0,27 r], et a pour somme la fonction f 
alors on a : 

2t r 

«o = l J f (t) dt 

0 

2ir 2n r 

a n = ^ f f ( t ) cos (nt) dt et b n = £ f f (t) sin (nt) dt, pour n > 1. 
o o 


4.2 SERIES DE FOURIER 


Definition 13 Soit f une fonction continue par morceaux sur [0, 27r].On ap- 

+oo 

pelle serie de Fourier de f la serie trigonometrique p + ( a n cos (nx) + b n sin (nx)) 

n = 1 

dont les coefficients a n , b n sont donnes par : 


2tt 

a 0 ~ TT J >f (t) dt 

0 

27 r 2ir 

a n = \ f f (t) cos (nt) dt et b n = ^ f f (t) sin (nt) dt, pour n > 1 

o o 

et appeles les coefficients de Fourier de la fonction f. 

2t r 

Les nombres complexes c n = ^ / / (t) e~ int dt , n € Z 

o 

sont appeles les coefficients de Fourier complexes de f. 


Remarques. 
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1 ) Si la fonction / n’est pas donnee explicitement sur [0, 2ir] , mais sur un 
intervalle [a, a + 2n\ ( ou [a — ir, a + 7r] ), dans ce cas le calcul des coefficients 
de Fourier de / s’effectue sur 1’ intervalle [a, a + 2 tt] ( ou [a — n, a + 7r]). 

2) Si la fonction f est continue par morceaux sur K, periodique de 
periode T, les coefficients de Fourier de / sont definis par : 

ot T 

ao = t f f (t) dt 

ot 

Ot ~\~ T Ot ~\~ T 

a n = / / (t) cos (2nnt/T) dt et b n = ^ f f (t) sin (2imt/T) dt 

Oi Ot 

, pour n > 1 

ot T 

c n = y / / (t) exp (— 2iTrnt/T) dt , n £ Z. 

Ot 

Pour tout entier n > 1 nous avons les relations : 

— Cn H - C— n , b n — i (c n C_ n ) 
ou c„ = a " ~ , et C-n = Q " + . 

Theoreme 22 ( symetries) Soit f : R — > C une fonction continue par 
morceaux, 2n— periodique, alors on a les resultats suivants : 

i) Si f est a valeurs reelles alors les coefficients a n , n G N et b n , n > 1, 
sont reels et pour tout entier relatif n nous avons : 

Cn = C— n 

ii) Si f est paire ( respectivement impaire) on a : 

7 r 

b n = 0, n G N* a n = ^ f f (t) cos ( nt ) dt 
o 

7T 

( respectivement o„=0,n£N b n = ^ f f (t) sin (nt) dt ) 

o 

Exemples. 

1) Soit / la fonction 27r— periodique deffine par : 


/ (x) 


— 1 si x G] — 7 r, 0[ 
+1 si x e]0, 7r[ 


La fonction etant impaire, ses coefficients de Fourier sont donnes par : 

7 r 

a n = 0, et b n = ^ J sin (nt) dt 
o 

d’ou b 2p = 0 et b 2p + i = 4/-7T (2p + 1) 

+ °° 

Par consequent sa serie de Fourier 4/7T ^ S ( 2 p + i) * es ^ convei 'g en t e 

p = 0 


d’apres le theoreme 1. 

2) Soit a un nornbre reel non entier et considerons la fonction x — > cos (ax) 
sur l'intervalle [ — 7r, 7 t] . 


Lemme 1 ( Lebesgue) 
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Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle feme borne 
[a, b\, alors 

b b 

lim„_ > , +00 f f ( x ) cos (nx) dx = lim„_ > , +00 f f (x) sin ( nx ) dx = 0 

a a 

Corollaire 1 Si f est une fonction periodique de periode T , continue 
par morceaux sur [0, T], alors ses coefficients de Fourier convergent vers 0. 


Remarque. Un calcul preliminare. Pour les resultats ulterieurs nous avons 
besoin de calculer des expression de la forme : 

n 

1/2+ cos (ku) , pour tout u G K\27 tZ 
k = l 

Or nous avons la relation : 

n 

E e iku = (2e inu (1 - e iu ) + e iu - e" iM )/8sin 2 (u/2) 
k = 1 


d’ou : 


1/2+ E 

k = 1 


giku 


sin[(n + 1/2) u]— icos[(n + 1/2) it] + icos(it/2) 
2 sin(it/2) 


Par consequent, en considerant la partie reelle de l’expression ci-dessus, nous 
obtenons : 


n 

1/2+ S cos (ku) 
k = 1 


sin[(n + 1/2) it] 
2 sin(it/2) 


Definition 14 Soit f une fonction sur un intervalle I = [a, b] de R./ est 
dite continue par morceaux ( respectivement derivable par morceaux ) sur I 
s’ il existe une subdivision ( 2 +) 0 < k < m de I telle que f soit continue ( 
respectivement derivable) sur tout intervalle ouvert \xk-\,Xk[ k G {1, et 

admet une limite a gauche et une limite a droite ( respectivement une derivee 
a gauche et une derivee a droite ) en tout point a +, k G {0, l,...,m} de la 
subdivision. 


Theoreme 23 (Dirichlet ) 

Soit f une fonction reelle periodique de periode 2ir, continue par morceaux 
sur [0, 27t] et admettant en tout point une derivee a droite et une derivee a 
gauche. Alors nous avons les resultats suivants : 

i) La serie de Fourier de f en x converge vers f (x) en tout point x ou 
la fonction f est continue. 

ii) La serie de Fourier de f en x converge vers [ f ( 2 ;+) + / (x_)] /2 en 
tout point x oil la fonction f est discontinue^ f ( 2 +) et f (x-) designent 
respectivement les limites a droite et a gauche de f au point x). 
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Exemples. 

1) Reprenons la fonction impaire, 27r periodique et valant —1 sur ]0,7r[. II 
s’agit d’une fonction derivable par morceaux sur [ — 7r, 7 t] , discontinue en 0,avec 
/ (0 + ) = 1 , / (0_) = — 1 et / ' g (0) = / ' d (0) = 0 . D’apres le calcul precedent 
et le theoreme de Dirichlet , on a : 

Pour x € ]0, 7r[. 


+oo 

4/tt X 


p = 0 


sin(2p + 1) x 
(2 V + 1) 


= 1. 


Et X G ] — 7T, 0[. 


-t-oo 

A /_ V Sln (2 P + !) x — 1 

4/7F (2P+D “ 1 

p = 0 


2) Soit / la fonction 27 t periodique definie par / ( x ) = \x\ pour \x\ < ir. 
Cette fonction est paire, continue sur [— n, 7r], avec f ' { 0) = — 1, / ^ (0) = 
l.Sa serie de Fourier est 


+oo 

tt/2 4/tt X 


p = 0 


cos(2p + 1) # 
(2p + l) 2 


Done pour tout x € [— 7T,7r], 


+oo 

tt/2 4/tt X 

p = 0 


cos(2p + 1) x 

(2p + l) 2 


= X 


En particuler en prenant x = 0, on obtient 


+oo 


4/tt X 


p — 0 


(2 p + l) 2 


^ 2 /8 


Calculons la somme de la serie 


X ^2 • Nous avons : 

n — 1 


d’ou 


Soit 



n = 1 


+oo ^ +oo ^ 

+ p ?0 (2p+1) " 


+oo 

(3/4) X 1 


n — 1 


+oo 

E 


p = 0 


1 

ft* + it 2 ' 



n = 1 


7T 2 /6 
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Theoreme 24 (Parseval) 

Soit f une fonction reelle periodique de periode 2ir , continue par morceaux 
sur [ — 7r, 7r], alors ses coefficients de Fourier verifent les relations 

7T / +OO \ 

/ | / (a;)| 2 dx = 2tt ( c 2 0 + E [l c n| 2 + \c-n\ 2 } ) • 

— 7r \ n = 1 / 

= 7r(|a 0 | 2 /2 + ^(4 + ^)) 

Exemples. 

1) Soit / la fonction 27r periodique definie par, / ( x ) = x pour |cc| < 7r 
Nous avons, 


f{x) = 2 E (-I)”” 1 ^ 

P = 1 


d’ou 

7T +00 

/ x 2 dx = 4 tt E 1/ ?1 - 2 

— 7r n = 1 

soit 

4-00 

E = 7T 2 /6 

n = 1 

2) Soit / la fonction 27r periodique definie par / (a;) = |x| pour 
|a;| < 7 t.Nous avons 


/(*) = tt/2— 4/tt E c °g P + + E * 

p = 0 v y J 

d’ou 

7T 4“00 

/ a: 2 da; = 7r[7r 2 /2 + 16 /tt 2 E (2js ».+ i)4 

-7 r p = 0 v ^ ' 

par suite 


4-oo 

E 


p = 0 


1 

(2p + l) 4 


7r 4 /96 


On en deduit l’expression, 


4-oo 

E Tpt = 7t 4 /90 
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4.3 CONVERGENCE UNIFORME DE LA SERIE 
DE FOURIER 

Lemme 2 Soit f : K. — > C une fonction 2rr -periodique, continue et de classe 
C 1 par morceaux. On definit ^ : ]R — >■ C par <fi(t) = f ' ( t ) si est f derivable 
en t et 4>{i) = {f g (t) + f' d (t))/ 2 sinon. Alors les coefficients de Fourier 
complexes de <f> verifient : c n (</)) = inc n ( / ) pour tout entier n £ Z. 

Theoreme 25 Soit f : R — > C une fonction 2ir -periodique, continue et de 
classe C 1 par morceaux. Alors la serie de Fourier de f converge normalement 
vers la fonction f. 

Exercices. 

1) Donner le developpement en serie de Fourier des fonctions 27r-periodiques 
defmies par : 

f (x) = x €]0, 27t] , g (x) = | sin X | , x G]0, 27t] h(x) = e x , x e] — n, 7r]. 

2) En considerant la serie de Fourier de la fonction 27r-periodique definie 
par : 


J 7r — x si r e]0, +7r[ 

\ 7T + X si X G] — 7T, 0[ 


Calculer la somrne 


+oo 

E 


p = 0 


1 

i) 4 ' 
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SMIA/S3 ANALYSE 3 A.ALAMI \DR\SS\ et E.ZEROUALI 

Chapitres FONCTIONS DE IR- DANS IR^ 

I) NOTIONS DE TOPOLOGIE SUR IR" 

1) Normes sur IR": 

a) Definition: 

On appelle norme sur OR" toute application x -*• ||jc|| de OR" dans DR + telle que : 

(i) ||jc|| = 0 <=> x = 0 

(ii) VA e IK, Vx e E, ||Ax|| = IAI||x|| 

(iii) V(x,y) e E 2 ||x + y|| < ||x|| + ||y|| (I’inegalite triangulaire) 

L’espace OR" etant muni de la norme || || est dit espace norme. 

b) Exemples: 

Sur OR I’application valeur absolue x -*• Lcl est une norme. 

n n 

Sur DR" les applications || ||j :x-*-^lx*l ,|| || 2 : x -> (^Ix^l 2 ) 172 et 

k = 1 k = I 

|| || ^ : x ->■ sup 1 < yt < H lx/ : l sont des normes. 

Remarque: Dans I’espace OR", on a pour tout x e DR": 

llxIL < IWI 2 < INK < n\\x\\ x < n ||x ||j. 

Plus generalement, nous verrons plutard que deux normes quelconques sur IR" 

|| || et || ||' sont equivalentes dans le sens suivant : 

3a, p > 0 tel que : a||x||' < ||x|| < j8||x||' 

c) Boules ouvertes et fermees de IR" 

Soit || || une norme sur IR". Pour tout point x de IR" et tout r > 0 , la boule 

ouverte ( respectivement fermee) de centre x et de rayon r est definie par : 

B(x,r) = e IR"/ ||x — v || < ( respectivement B(x,r) = {>’ e IR"/ ||x — v || < r^). 

Dans IR les boules ouvertes ( respectivement fermees ) sont les intervalles centres 
ouverts (respectivement fermes). 

Exercice . Determiner les boules unites de IR 2 centrees a I’origine des trois normes 
fondamentales definies ci-dessus. 

d) Interieur, adherence d une partie de IR" 

Une partie A de IR" est dite ouverte si elle est soit vide soit non vide et si pour tout 
point x de A il existe r > 0 telle que la boule de centre x et de rayon r soit contenue 
dans A ( B(x,r) c A). Soit A une partie quelconque de IR"; un point a de A est dit point 
interieur de A s’il existe une boule centree en a et contenu dans A .L’interieur d’une 
partie A quelconque de IR" est I’ensemble des points interieurs de A et c’est le plus 
grand ouvert de IR" contenu dans A , il es note A° . A titre d’exemple, les boules ouvertes 
et plus generalement les reunions quelconques de boules ouvertes sont des ouverts. 

Une partie B de IR" est dite fermee si elle est le complementaire d’une partie 
ouverte A , soit B = IR" \ A. Soit B une partie quelconque de IR"; un point a de OR" est dit 
point adherent a B si pour tout r > 0 on a B(x,r) n B non vide. L’adherence d’une 
partie B quelconque de DR" est I’ensemble des points aherents a B , c’est le plus petit 
ferme contenant B, note B. Une reunion finie de boules fermees est un exemple de 
ferme. 
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Exemple: L’interieur de la boule fermee B(x,r) est la boule ouverte 
B(x,r).L’adherence de la boule ouverte B(x,r) est la boule fermee B(x,r). 

Une partie A de or est dite bornee s’il existe r > 0 , tel que A soit contenue 
dans la boule fermee B(0,r) : 

3r > 0, Vx e A, ||x|| < r 

Une partie A de or est dite connexe si elle n’est pas reunion de deux ouverts 
disjoints de or : 

3 Aj,A 2 ouverts de or : A = Ai u A 2 avec Ai n A 2 = 0 

Dans D& , une partie est connexe si et seulement si c’est un intervalle . 

Remarque: Du fait que deux normes quelconques de or sont toujours 
equivalentes, les notions definies dans ce paragraphe ( ouvert,ferme,..) ne dependent 
pas de la norme choisie dans or. 

2) Suites dans or 

Definition. Une suite (x m ) d’elements de or est dite convergente vers xe r,si I’ 
on a : 

Ve > 0, 3m o e N : m > mo : \\x m — x|| < e 

Proposition 1 

La limite d’ une suite convergente dans R n est unique. 

Proposition 2 

Soit(x,„) une suite d’elements d’une partie A de K".Nous avons : 

X,„ = (X } n , Xm , . . , x” ? ) 

Alors la suite (x m ) converge dans K" si et seulement si chaque suite suite reelle 
(xi) ( k e {1 converge dans D& et Ton a : 

I im )n . . j x m = (lim m _H-oo x m , 1 im ni , . x m , . . . , lim H? _>+oo x m ) 

Proprietes : 

Soient (u m ),(v m ) deux suites convergentes de til" et A reel, alors grace aux 
proprietes des suites reelles , nous avons : 

i) lim m -^ +00 (w m *1“ v m ) lirn /K _>+oo Um Vm 

1 1 j 1 1 1 ; . . / A // m Alim,„^ +00 u 

Remarques:1) La convergence d’une suite ne depend pas de la norme choisie dans 

nr. 

2) On peut montrer que I’adherence d’une partie A quelconque de or, est egal a 
I’ensemble des limites de suites d’elements de A. 

e) Compacite: 

Definition: 

Une partie A de or est dite compacte si toute suite d’elements de A on peut en 
extraire une sous suite convergente dans A. 

Theoreme 1 : 

Une partie de nr est compacte si et seulement si elle est fermee et bornee dans 

nr. 


Exemple: Toute boule fermee ou sphere de or est compacte. 

II) FONCTIONS CONTINUES DE 0T DANS 0T 
1) Notion de limite: 
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a) Definition. Soit / une fonction definie sur une partie A de R" et avaleursdans 
KASoit a e A, on dit que / admet une limite en a de valeur / e R p quand x tend 
vers a , si I’on a : 

Ve > 0, 3/7 > 0, Vx e A et ||x - a\\ < tj => || /(x) - / 1| < £. 

On ecrit alors : 

lim X ^af{x) = 1 

b) Remarque: 

Avec les hypotheses de la definition ci-dessus,comme la fonction / est a valeurs 
dans R p , nous ecrivons /= (/i,...,/ p ).En prenant la meme demarche que pour la 
proposition 2, nous pouvons montrer que la fonction / admet une limite / en a si et 
seulement si les fonctions composantes admettent des limites h,...,l p et Ton 

a alors : 

1 = (/ 1 , . . . , Ip ) 

Ceci ramene I’etude des limites de fonctions sur R n et a valeurs dans R p aux 
limites de fonctions a valeurs reelles. 

c) Proprietes des limites: 

Soient / et g deux fonctions definies sur A c 1R" a valeurs reelles et admettant 
une limite en un point a e A, nous avons alors les proprietes: 

1) lim ,™[/(x) +g(x)] = lim^ a /(x) + lim^ a g(x) 

ii) \\m x _ a ( f (x).g(x)) = \tm x ^ a f(x).\tm x ^ a g (x) 

iii) lim^ a [/(x) /g(x)] = [\\m x ^ a f (x)] / [lim^og (x)] , a condition que g(x) 0 pour x 
voisin de a. 

Exercice: Calculer lim UvM00) x/(x 2 +y 2 ) 

2) Continuite 

a) Definition :Soit / une fonction definie sur une partie A de R” et avaleursdans 
D^.On dit que / est continue en un point a appartenant a I’interieur de A, si Ton a : 

lim ,-*;/(x) =f(a) 

ce qui se traduit par : 

Ve > 0, 3?7 > 0, Vx e A et ||x - a || < rj => || /(x) -/(a) || < £■ 

b) Remarque: 

Grace a la remarque 11)1) b), etudier la continuite de /= (/i,...,/ p ) au point a 
se ramene a I’etude de la continuite des fonctions composantes fi,..., et f p en ce 
point. 

c) Theoreme 2 

Soit / une fonction definie sur une partie A de R" et avaleursdans R p . Alors/ 
est continue au point a si et seulement si pour toute suite (x m ) d’elements de A qui 
converge vers a la suite (/ (x m )) converge vers /(a). 

Remarque : Soit / une fonction definie et continue sur une partie A de R n et a 
valeurs dans IR^.Soit (xi,x 2 ,...,x„) e A , en fixant (x 2 ,..,x„) I’application xi ->/ 
(xi,x 2 ,...,x„) est continue. Meme resultat pour les autres fonctions partielles de f La 
reciproque de cette propriety est fausse , voici un contre-exemple avec la fonction 
definie dans R 2 par: 
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f(x,y) = 


x v/(x 2 + y 2 ) Si (x,y) i= (0,0) 

0 sinon 


d) Proposition 3: Continuite globale 

Soit / : IR" -*■ IR p . Alors nous avons I’equivalence: 

i) / est continue en tout point de IR". 

ii) L’image reciproque par / de tout ouvert ( respectivement ferme) de W’ est un 
ouvert (respectivement ferme) de IR". 

e) Proposition 4: 

Toute application lineaire u de IR" dans til p , est continue et verifie une inegalite 
de la forme suivante : 

||w(x) || < M||x|| , Vx e IR" 

ou M est une constante dependante de u . 


f) Exemple: 

Soit a etudier la continuite de la fonction / : IR 2 -> IR definie par 

„ , f x 2 y/(x 2 +y 2 ) Si(x,y)*(0,0) 


f(*>y) = 


0 sinon 


II est clair que / est continue en tout point (x,y) non nul.Passons en 
coordonnees polaires , nous obtenons : 

/(rcos0, rsin0) = r cos 2 0sin0 

d’ou 

| f(r cos 6, rsind) | < r 

done 

lim UjVMO ,o)/(x,v) = 0 = /(0,0) 

g) Proposition 5: 

Soit / une fonction definie sur une partie ouverte A de IR 2 et (, a,b ) e A .Alors / 
est continue au point (a, b) si et seulement si pour tout 9 e [0,2n] , nous avons : 

lim^o f{a + rcos6,b + rsinO) = f{a,b) 

Exercice. Discuter la continuite de I’application / : IR 2 -> IR definie par : 

_ x f \x\ a \y\ p Kx 2 +y 2 ) Si (x,y) * (0,0) 


f(x,y) = 


0 sinon 


selon les parametres reels a et p. 

h) Proprietes algebriques : 

Soient f et g deux fonctions definies sur Acl" a valeurs reelles et qui son 
continues en un point a interieur de A, alors les fonctions somme f+g , produit f.g 
et rapport fig ( si g(a) * 0 ) sont continues en a . 

La preuve decoule du theoreme 2, et des proprietes des suites reelles 
convergentes . 

Un autre corollaire de ce theoreme affirme que si / est continue en a et si g est 
continue en b =f(a) , alors la fonction composee g of est continue en a. 
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k) Proprietes topologiques des fonctions continues : 

Theoreme 3: 

Soit / une fonction definie et continue sur une partie A de et a valeurs dans 
Alors I’image par/ de tout compact A^de A est compact dans til p . 

Coro Mai re 

Toutes les normes sur sont deux a deux equivalentes. 

Theoreme 

L’image de toute partie connexe de D&" par une application continue de 
dans est connexe. 


III) CALCUL DIFFERENTIEL 
1) Derivees partielles 

a) Definition: Soit U un ouvert de D&" et a = (cn,..,a„) e u .On dit que /: U -> R 
admet une derivee partielle par rapport a la variable x, au point a si la fonction /, 
definie dans un voisinage de a, par/, (x) = f (ai,.,a i _ 1 ,a i ,a i+1 ,..,a n ') est derivable 
au point a, , c’est a dire que le rapport : 

[ f (a u .,a i _ 1 ,a i + h,a i + 1 ,..,a n ') -f (ai,.,a i _ l ,a i ,a i+l ,..,a n ')]/h 

admet une limite finie quand h tend vers 0 .Cette limite est notee et 

appelee la derivee partielle de / par rapport a x, , au point a . 

b) Exemples: 

i) La fonction f:K 2 ^-K definie par f(x,y) = x 2 y 3 admet des derivees 
partielles par rapport a x et y en tout point de K 2 , donnees par : 

-S-(x,y) = 2 xy 3 , f (x,y) = 3x 2 y 2 

ii) Soit / la fonction definie sur K 2 par: 

f X y/(x 2 +y 2 ) Si (x,y) * (0,0) 

f(x,y) = 

| 0 sinon 

On a lim /,^0 [ f{h, 0) -f(0,0)]/h = lim/^ 0 [ f(0,h) -f(0,0)]/h = 0 

Done/ admet des derivees partielles par rapport a x et y en (0,0) et on a 

■£-( 0.0) - J-(0,0) - 0. 

c) Matrice jacobienne: 

Soit / une fonction definie sur un ouvert U de K" a valeurs dans K p . Pour x e U 
, nous avons f(x) = (/i (x),...,/ p (x)) , ou sont des fonctions sur U a 

valeurs dans K, appelees les fonctions composantes de /.Soit i e {l on dit que 
/ admet des derivees partielles par rapport a x, en un point a de JJ , si chacune des 
fonctions /, p admet une derivee partielle par rapport ax, au point a. 

Si pour tout / e , la fonction / admet au point a des derivees partielles 

par rapport a x, , la matrice a p lignes et a n colonnes 
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( ■£-(") fr<») 

K< a > fr< a > 


5//> 




( fl ) 


_§fi_ 

a.v„ 


(a) 




£(«) 


8fp_ 

dx n 


(a) 


y 


a. 


notee y(/)(a) est appelee la matrice jacobienne de / au point 

2) Derivees partielles d’ordre superieur 

Soient U un ouvert de R' 1 , / une fonction definie sur u a valeurs reelles et 


a e u. Soient i,je «}.Supposons que / admette une derivee partielle 4f- au 


a . xj 


voisinage du point a. Si la fonction x -*• -J^-(x) admet une derivee partielle par rapport a 
Xi au point a , on dit que la fonction / admet une derivee partielle seconde par rapport 


a Xi 


et Xj au point a , notee 


a 2 / 

dxidxj 


(a) = 




a*,- 


(a) .Si i=j, on ecrit 


a 2 / 

dx} 


(a) au 


lieu de °~ f 


a*, a*; 


(a). 


Pour tout muti-indice a = («i,...,a { )eN l: , on definit de proche en proche les 
derivees partielles d’ordre la I , quand elles existent par: 


d a f (a) = 


e |a| / 


(a) 


dx*' ....dx** 

‘1 l k 

ou i\ ik e et la I = ai +. . .+at . 

Theoreme 4 ( Theoreme de Schwarz ) 

Soient U un ouvert de R' 1 , / une fonction definie sur u a valeurs reelles et 


admettant des derivees partielles 


i de U. Si les fonctions 

a 2 / t \ 

dxidx, 


a 2 / 

dxidxj 


et 


a 2 / 

dxidxj 

a 2 / 

dxidxj 


et 


a 2 / 

dxjdxi 


definies au voisinage d'un point 


— 

Remarques:i) Si la fonction —x— ( ou ) n’est pas continue au point , la 
tion TT7r (a) - r (a) n’est pas satisfaite a priori. Void un contre-exemple: 
Soit / la fonction definie sur R 2 par: 

x y (x 2 - y 2 )l{x 2 +y 2 ) si (x,y) ± (0,0) 

0 sinon 


sont continues au point a , on a 


a 2 / 


a 2 / 

dxidx. 


(a) = 


/(*>y) = 


On a : 

f (x,j) = (>’(x 4 -/) +4xV)/(x 2 +y 2 ) 2 


f (x,y) = (x(x 4 - /) - 4xV )/(x 2 +y 2 ) 2 


ce qui donne 


a 2 / 


ay dx 


(0,0) = -1 et 


a 2 / 


dx dy 


(0,0) = 1 


ii) Si / : U c= R" -*• R admet des derivees partielles continues jusqu’a un ordre k > 2 
, alors d’apres le theoreme de Schwarz, on peut changer I’ordre des derivations 
partielles par rapport a xi,..,x„. 
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3) Differentiabilite 

Definition .Soient U un ouvert de D l",f une fonction definie sur U a valeurs 
dans R p . On dit que/ est differentiable au point x de U s’il existe une application 
lineaire L : R" -*• W’ telle que : 

f(x + h) = f (x) + L(h) + \\h\\s(h) 

ou s est une fonction definie au voisinage de 0 telle que lim h ^e(h) = 0. 

L’application lineaire L depend de/ et dex , elle est notee df (x) et s’appelle la 
differentielle de / au point x. La differentiabilite de/ peut s’exprimer dela fagon 
suivante : il existe une application lineaire L : K" -> K p telle que : 

tim/^o 1 j~r[f(x + h) -f{x) - L(h )] = 0 


Exemples : 

i) Soit / un intervalle ouvert de K.Toute fonction / : / -* K derivable au sens 
classique en un point x est differentiable et I’on a : 

df(x)(h)=f'(x)h 

ou f'{x) designe la derivee de / au point x. 

ii) Soit f :K n ^ W’ une application lineaire .Alors / est differentiable en tout point 
de et I’on a pour tout x e I R n ,df(x) =f En effet , nous avons pour tout (x,h) e (K") 2 
la relation / (x + h) = / (x) +/ (, h ). 

Theoreme 5 

Soient U un ouvert de K n , f une fonction definie sur U a valeurs dans , et 
fi, . . . ,f p les composantes de / .Alors / est differentiable en un point xde U si et 
seulement si f u ... ,f p sont differentiates au point x et nous avons : 


df (x) = (df i (x), . . , df p (x) ) 

Theoreme 6 

Soient U un ouvert de K", / une fonction definie sur U a valeurs dans , et 
fi,...,f p les composantes de /. Si/ est differentiable en un point xde U alors 
pour tout i e {l la fonction composante / admet des derivees partielles 
|Hx) pour tout j e .De plus, la matrice associee a I’application lineaire df 




(x) dans les bases canoniques de M. n et de R p est la matrice jacobienne 

de/ au point x. 

< i < p, 1 < j < n , 

Remarque 

La reciproque du theoreme 6 n’est pas toujours vraie.Etudier le contre-exemple 
suivant : 


Soit / la fonction definie sur 


f(*>y) = 


par: 

x y/Jx 2 + y 2 si (x,j) =£ (0,0) 

0 sinon 


Montrer que / admet des derivees partielles nulles a I’origine mais qu’elle n’est pas 
differentiable en ce point. 
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Theoreme 7 

Soient U un ouvert de D&", / une fonction definie sur U a valeurs dans K et 
admettant des derivees partielles continues en un point a de U , alors / est 
differentiable au point a. 

Definition 

Soient U un ouvert de 0&" et une fonction / : U -*■ K .On dit que / est de 
classe C k sur U , k un entier non nul , si / admet des derivees partielles d a f 
continues pour tout a = (ai,...,a„) e N" tel que \a\ < k. 

4) Differentiabilite dans une direction 

Definition. Soient U un ouvert de et 7/ un vecteur unitaire de O&Mlne 
fonction / : U -*■ R est dite differentiable dans la direction de n en un point a de U 

si le rapport - ( a + t y ~ f (u) admet une limite quand t tend vers 0. Cette limite , quand 
elle existe, est notee D t f(a). 

Theoreme 8 

Soient U un ouvert de D&" et / : U ->• R une fonction differentiable en un point 
a de U, et It = (wi,...,w„) un vecteur unitaire de K". Alors / admet une derivee au 
point a dans la direction de u donnee par : 

D- l if (a) = df{a)(u ) 

5) Operations sur les fonctions differentiates 

Theoreme 9 

Soient U un ouvert de R n et deux fonctions fg : U -> W’.S\ f et g sont 
differentiates en un point a de U , alors : 

i) f+g est differentiable au point a et on a: 


d(f+g)(a) = df(a) + dg(a) ( et j(f+g^(fl) = j(f)(a)+J(g)(a)) 

ii) Si p = 1 , alors fg est differentiable au point a et on a : 

d(fg')ia) = g(a)df (a) +f(a)dg(a) 

iii) Si p = 1 et g(a) ± 0 , alors y est differentiable au point a et on a : 

)( a ) = [g( a )df (a) -f (a)dg(a)] 

Theoreme 10 

Soient U et V deux ouvert de n& m et IR" et deux fonctions / : u -> IR" et 
g : V -*■ R p telles que f{JJ) cz y.Soit a un point de U, alors si / est differentiable 
au point a et si g est differentiable au point f(a) alors g°f est differentiable 
au point a et on a: 

d(g°f)(a) = dg(f(a)') °df(a) ( et /( g of') (a) = /(^)(/(a))./(/)(a) ) 


soit 




1 <i<p, 
1 <j<m 




1 <k<n 


<k<n, 
1 <j<m 


Exemples : 

1 ) Soit / : U cz K 2 -*• [R 2 et g : V -> R telles que f{JJ) c V. Supposons que / et 
g soient differentiates sur U et V respectivement .Nous avons : 
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J(f) (M,v) 




et 


J(g)(x,y) = 


dx 


■(x,y) 


dy 


-(x,y) 


d’ou 

^(r/)M 


On en deduit done 

8g(f( u -v )) 


a* 


(/l(«,v),/ 2 (w,v)) -^ r (/'i(M,v),/ 2 (M,v)) 


du 

Sg(fiu.v)') 


dv 


dx 


dx 


(/( M ’ V )) ^-( M ’ V ) + 
(/(w,v)) h£-(w,v) + 




ay 


ay 


(/M) ^r( M ’ v ) 


2) Soit/: H 2 ^ K 

df(x(r,e),y(r,6))') 

dr 

et 

df(x(r,8),y(r,8))) 

ee _ 

ce qui donne 

df(x(r,8),y(r.e ))) 
dr 


differentiable. Posons x = rcos0, y = rsin0 , alors nous avons : 

^(x(r,0),y(r,0)) ) (r,0) + -^- ( x(r,0),y(r,0))) ~(r,9 ) 

^(x{r9,9),y{r,9)) ) %-{r,9) + ( *(r,0),y(r,0))) ^-(r,9) 

- = cos9% r (x(r,9),y(r,9)) ) + rsin0^- ( *M),y(r,0))) 


et 

df(x{r,8),y(r,8 ))) 

ea 


-rsin0-^- (x(r, 9),y(r, 9)) ) + rcos9^ ( x(r,9),y(r,9))) 


Exercice 

Soit / une fonction derivable sur K.Montrer que les fonctions $ et y/ definies 
sur K 2 par <j)(x,y) = f (x + y) et y(x,y) = f(x-y) sont differentiates et calculer leurs 
derivees partielles. 

6) Theoreme des accroissements finis 

Soit [/ un ouvert de K".On dit que est convexe si pour tout couple (a,b) e U 2 , le 
segment [«,&] = {* = a + X{b-a)/X e [0,1]} est inclus dans U. 

Theoreme 11 

Soit U un ouvert convexe de et / : U -*■ !R une fonction differentiable sur 
f/.AIors pour tout couple ( x,x + h ) e f/ 2 il existe 0 e]0, 1[ tel que : 

n 

f(x + h)-f(x) = df(x + 0h)(h ) - + 

i = 1 


Remarque: 

Le theoreme des accroissements finis n’est pas toujours valable si la fonction / est 
a valeurs dans un espace W’ avec p > 2. Neanmoins, nous avons le resultat du 
theoreme suivant qui donne une inegalite des accroissements finis : 
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Theoreme 12 

Soit U un ouvert convexe de K n et /:[/-»• une fonction differentiable sur 
[/telle que ||d/(x)|| <k {k une constante ) pour tout xe t/.AIors , quels que soient 
les points x,y de U, on a : 

|| f(y)~f(x) || <k\\y-x\\ 

Coro Mai re 

Soit U un ouvert convexe de D&" et /:[/-»• une fonction differentiable sur 
f/.AIors/ est constante sur u si et seulement si sa differentielle est nulle sur u 

(df(x) = 0 ). 

Le resultat est egalement vrai dans le cas ou U est connexe. 

7) Developpements limites et Formule de Taylor: 

Theoreme 13 

Soit f:UczR n -*R. 

A I’ordre 1 : 

Si / est de classe C 1 . Pour tout a e U, nous avons le developpement limite 
suivant, au voisinage du point a : 

n 

ftp + h ) =f(a) + ^^-( a )hi + o(\\h\\) 

i= 1 

A I’ordre 2: 

Si / est de classe C 2 , nous avons le developpement limite suivant, au voisinage 
du point a de U : 

n n n 

f(a +h ) - / (a) + ^ f dxj (a) hi + KELlt \a)hihj) + o(\\h\\ 2 ') 

1=1 i=l 7=1 

8) Extremums 

Soit C/ un ouvert de et /:[/-> R une fonction. 

Definitions. On dit que / presente un maximum ( respectivement minimum) local 
en un point x 0 de U, s’il existe une boule S(x 0 ,r) contenue dans U telle que : 

/(x) </(x o), pour tout x e B(xo,r ) 

( respectivement /(x) >/(x 0 ), pour tout x e B(x 0 ,r) ) 


Un point x 0 de [/ tel que V/(x 0 ) = 



V to.) ; 

est dit point critique de /. 

Theoreme 14 

Si / est differentiable au point x 0 e U et presente un extremum local en ce point , 
alors x 0 est un point critique de /. 
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Definition 

Soit M = (a,;) une matrice carree d’ordre n reelle et symetrique ( a ij = a jj pour 
tout couple d’entiers (ij) e [1 ,n] 2 ).On dit que est positive si, pour tout h e K'\ nous 
avons : 


( Mh,h ) > 0 

Elle est dite definie positive si 
( Mh,h ) > 0 
pour tout h e K n . 

r *. A 


( 


A 


Avec h = 


, on a Mh = 


d’ou 


( Mh,h ) 


V /? " J 

J^ a ,M + 2 2 


! S a «A- 

v ;=i y 

a-ijhihj 


,/=l .1 </,;'< l 

Exemples: 

1) Une matrice reelle symetrique d’odre 2 , M = 


a b 
b c 


est positive si et 


seulement si a,c> 0 et detM>0.M est definie positive ssi a,c > 0 et detAf > 0. 

2) Soit A une matrice reelle d’ordre n> 1, alors M - AA ( ou 'A la 
transposee de A ) est positive. En effet, nous avons : 


Q AAh,h ) = {Ah, Ah) = \\Ah\\ 2 > 0. 

M est definie positive si A est inversible, soit ssi detA * 0. 

Remarque: 

On peut montrer qu’une matrice symetrique reelle d’ordre n est positive ( 
respectivement definie positive) ssi ses valeurs propres sont positives ( respectivement 
strictement posisives ). 

Theoreme 15 

Soit M une matrice reelle carree d’ordre n , symetrique definie positive, alors il 
existe une constante c > 0 telle que: 


( Mx,x ) > c\\x 


pour tout x e K". 
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Definition 

Soit U un ouvert de E 
hessienne de/ au point 


Xo 


o) 


et f : U -*■ ER. une fonction. 
e [/ la matrice symetrique: 

/ ff s 2 f 


dxf 

8 2 f 

8x18x2 


(a) 

(a) 


8x18x2 

8 2 f 

dxl 


(a) 

(a) 


declasse C 2 .Onappelle 


8 2 f 

8xi8x, 

8 2 f 

8x28x1 


-( a ) 
-(a) 


V 


a 2 / 

8xi8x, 


(a) 


8 2 f 

dx2dx, 


-( a ) 



y 


Rappel sur la dimension 1 : 

Si /est un intervalle de I et / une fonction de classe C 2 sur /. Soit x 0 e / tel 
que/'(x 0 ) = O.AIors nous avons les resultats suivants: 

-Si f"{x 0 ) > 0, alors / presente un minimum strict en x 0 . 

-Si f"{x 0 ) < 0, alors/ presente un maximum strict en x 0 . 

- Si/"(jc 0 ) = 0, on ne peut rien dire. 


Theoreme 16 

Soit U un ouvert de et /: t/-+lR une fonction. declasse C 2 sur U et 
x 0 e u , un point critique de / Alors : 

i) Si la matrice /■/(/ )(x 0 ) est definie positive, alors / presente un minimum local 
au point x 0 . 

ii) Si la matrice -//(/ )(x 0 ) est definie positive, alors / presente un maximum 
local au point x 0 

Theoreme 17 ( Cas de la dimension 2) 

Soit C/ un ouvert de K 2 et / : C7 DS. une fonction. declasse C 2 sur [/ et 

(x 0 ,y 0 ) e u , un point critique de /On pose r = ^(x 0 ,y 0 ),r = - 0 -(x 0 ,y 0 ) et 

5 = (x 0 ,y 0 )- Alors nous avons les resultats suivants: 

dx dy 

-Si rt - s 2 > 0 et r > 0, / admet en (x 0 ,y 0 ) un minimum local . 

-Si rt-s 1 > 0 et r < 0, / admet en (x 0 ,y 0 ) un maximum local . 

-Si rt-s 2 <0 , f n’admet pas d’extremum local en (x 0 ,y 0 ) ■ 

- Si rt-s 2 = 0 , on ne peut pas conclure directement. 

Exemple: 

Soit f : K 2 ^ K definie par /(x,y) = x 2 +y 2 +xy 

Etudier la nature des points critiques de cette fonction. 
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